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−→ x y {fn}

‖ ‖
−→ f en X ∗, entonces {fn(xn)}→ f (x).

Corolario. En un espacio normado de dimensión infinita la topología débil no
es metrizable.

Proposición. Sea X un espacio normado de dimensión infinita. Entonces se
verifica que:

SX
w
= BX

En consecuencia, la aplicación x 7→ ‖x‖ es w-inferiormente semicontinua
pero no es w- continua.
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Teorema de Mazur. Sea X un espacio normado y C un subconjunto convexo
de X . Entonces C es ‖ ‖-cerrado si, y sólo si, es w-cerrado. En
consecuencia, para conjuntos convexos, el cierre en norma y el cierre débil
coinciden.
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Corolario. Sea 1 < p < ∞ y Ω un abierto en R
N . Entonces una sucesión {fn}

de funciones de Lp(Ω) converge débilmente a una función f ∈Lp(Ω) si, y sólo
si, está acotada y cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:
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n→∞

w

Ω

fn(x)g(x)dx =
w

Ω

f (x)g(x)dx .

Corolario. Sea H un espacio de Hilbert y sea {ui : i ∈ I} una base
ortonormal, entonces {xn}

w
−→ x si, y sólo si, {xn} está acotada y

{(xn | ui)}→ (x | ui) para todo i∈ I.
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Sea X un espacio normado y X ∗ su dual. Como todo espacio normado, el
espacio X ∗ tiene su topología débil, σ(X ∗,X ∗∗), que es la topología inicial en
X ∗ para las formas lineales de su dual X ∗∗.Vamos a considerar ahora en X ∗

una topología más pequeña que es la topología inicial en X ∗ para las formas
lineales del subespacio JX (X )⊂ X ∗∗, es decir, es la más pequeña topología
en X ∗ para la cual las aplicaciones de evaluación, x∗ 7→ x∗(x) (x∗∈X ∗), es
decir las formas lineales que los elementos de X definen en X ∗, son
continuas;
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Sea X un espacio normado y X ∗ su dual. Como todo espacio normado, el
espacio X ∗ tiene su topología débil, σ(X ∗,X ∗∗), que es la topología inicial en
X ∗ para las formas lineales de su dual X ∗∗.Vamos a considerar ahora en X ∗

una topología más pequeña que es la topología inicial en X ∗ para las formas
lineales del subespacio JX (X )⊂ X ∗∗, es decir, es la más pequeña topología
en X ∗ para la cual las aplicaciones de evaluación, x∗ 7→ x∗(x) (x∗∈X ∗), es
decir las formas lineales que los elementos de X definen en X ∗, son
continuas;dicha topología se llama topología débil-* de X ∗ y se representa
por σ(X ∗,X ) o ω∗, y los conceptos referentes a ella suelen indicarse con la
letra w∗.
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Una base de entornos de x∗
0 ∈X ∗ en la topología σ(X ∗,X ) está formada por

los conjuntos de la forma

V (x∗
0 ,x1,x2, . . . ,xn,ε) = {x∗∈X ∗ : |x∗(xi)−x∗

0 (xi )|< ε,1 6 i 6 n}= (3)

=
n
⋂

i=1

{x∗∈X ∗ : |(x∗−x∗
0 )(xi)|< ε}=

= x∗
0 +

n
⋂

i=1

{x∗∈X ∗ : |x∗(xi)|< ε}

donde ε > 0, n∈N, x1, . . . ,xn ∈X .
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semiespacios abiertos {x∗∈X ∗ : Rex∗(x)< α} donde x ∈X y α ∈R.
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donde ε > 0, n∈N, x1, . . . ,xn ∈X .

Una subbase de abiertos para la topología σ(X ∗,X ) está formada por los
semiespacios abiertos {x∗∈X ∗ : Rex∗(x)< α} donde x ∈X y α ∈R.

Proposición. Sea (Z ,T) un espacio topológico. Una aplicación
ψ : (Z ,T)→ (X ∗,ω∗) es continua si, y sólo si, para todo x ∈X la aplicación
J(x)◦ψ : (Z ,T)→K dada por

[J(x)◦ψ](z) = [ψ(z)](x) ∀z∈Z

es continua.
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Proposición.
1 La topología débil-* es de Hausdorff y las aplicaciones suma y producto

por escalares son w∗-continuas, es decir, (X ∗,σ(X ∗,X )) es un espacio
vectorial topológico . En consecuencia, las traslaciones, x∗ 7→ a∗+x∗,
y las homotecias, x∗ 7→ λx∗, (λ 6= 0) son homeomorfismos de (X ∗,ω∗).
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vectorial topológico . En consecuencia, las traslaciones, x∗ 7→ a∗+x∗,
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Proposición. Sea {x∗
n} una sucesión de puntos en el dual X ∗ de un espacio

normado X y x∗∈X ∗. Se verifica que:

1 {x∗
n}

w∗

−→ x∗ si, y sólo si, {x∗
n(x)}→ x∗(x) para todo x ∈X .
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0 ∈X ∗ \A. Entonces existe x ∈X tal que
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0(x) (4)
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En consecuencia, la aplicación x∗ 7→ ‖x∗‖ es w∗-inferiormente semicontinua
pero no es w∗-continua.
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que ĺım{x∗
n(z)}= x∗(z) para todo z∈F . Entonces {x∗

n}
w∗

−→ x∗.
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n→∞

xn(k) = x(k) para todo k ∈N, entonces se verifica que

{xn}
σ(ℓ∞,ℓ1)
−→ x .

2 Sea {xn} una sucesión acotada en ℓ1 y supongamos que existe x ∈ℓ1
tal que ĺım
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n→∞

xn(k) = x(k) para todo k ∈N, entonces se verifica que

{xn}
σ(ℓ∞,ℓ1)
−→ x .

2 Sea {xn} una sucesión acotada en ℓ1 y supongamos que existe x ∈ℓ1
tal que ĺım
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Supongamos ahora que cada Yx es un espacio topológico (Yx ,Tx ). En tal
caso se define la topología producto en ∏

x∈X
Yx como la topología inicial

para la familia de funciones {πx : x ∈X}, es decir, es la más pequeña
topología en ∏

x∈X
Yx que hace continuas a las proyecciones.
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Yx : f (x)∈Ux

}

, Ux ∈Bx y J ⊂ X , J finito

donde Bx es una base de Tx .

Teorema de Tychonoff. El producto de una familia de espacios topológicos
compactos con la topología producto es un espacio topológico compacto.

Nos interesa el caso particular en que para todo x ∈X se tiene que Yx =K,
en cuyo caso el producto ∏x∈X Yx =K

X son todas las funciones de X en K,
y una base de entornos abiertos de un punto f0∈K

X la forman los conjuntos
de la forma

U(f0,x1,x2, . . . ,xn,ε) =
n
⋂

i=1

{

f ∈K
X : |f (xi)− f0(xi)|< ε

}

(5)

donde ε > 0, x1,x2, . . . ,xn son elementos de X y n∈N.
Topologías débiles



Supongamos ahora que X es un espacio normado. Los elementos de X ∗ son
funciones de X en K, por lo que X ∗ ⊂K

X y (X ∗,σ(X ∗,X )) es un subespacio
topológico de K

X con la topología producto, pues una base de w∗-entornos
abiertos de un punto x∗

0 ∈X ∗ está formada por los conjuntos

V (x∗
0 ,x1,x2, . . . ,xn ,ε) =

n
⋂

i=1

{x∗∈X ∗ : |x∗(xi)−x∗
0 (xi)|< ε}=

=
n
⋂

i=1

{

f ∈K
X : |f (xi)−x∗

0 (xi )|< ε
}

⋂

X ∗ =

= U(x∗
0 ,x1,x2, . . . ,xn,ε)∩X ∗
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Como para todo funcional f ∈BX ∗ se tiene que |f (x)|6 ‖x‖ para todo x ∈X , si
notamos Dx = {λ ∈K : |λ |6 ‖x‖}, los funcionales f ∈BX ∗ son elementos del
producto ∏

x∈X
Dx , esto es BX ∗ ⊂ ∏

x∈X
Dx .
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producto ∏

x∈X
Dx , esto es BX ∗ ⊂ ∏

x∈X
Dx .Por supuesto ∏

x∈X
Dx ⊂K

X . Como los

Dx son compactos, el teorema de Tychonoff nos dice que ∏
x∈X

Dx es un

compacto en el espacio topológico producto K
X . Ya está todo preparado

para el siguiente resultado, uno de los más útiles del Análisis Funcional.
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Teorema de Banach – Alaoglu. La bola cerrada unidad del dual de un
espacio normado es w∗-compacta. Como consecuencia, todo subconjunto
del dual de un espacio normado que sea w∗-cerrado y acotado en norma es
w∗-compacto.
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X ∗∗.
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del dual de un espacio normado que sea w∗-cerrado y acotado en norma es
w∗-compacto.

Teorema de Goldstine. Si X es un espacio normado, entonces J(BX ) es
σ(X ∗∗,X ∗)-denso en BX ∗∗ . En consecuencia, J(X ) es σ(X ∗∗,X ∗)-denso en
X ∗∗.

Corolario. Sea X un espacio normado de dimensión infinita. Entonces,
J(SX ) es denso en BX ∗∗ para la topología σ(X ∗∗,X ∗).

Teorema de Dieudonné. Un espacio normado es reflexivo si, y sólo si, su
bola unidad es débilmente compacta. En consecuencia, cualquier conjunto
w-cerrado y acotado en norma de un espacio reflexivo es w-compacto.

Corolario. Dado un espacio normado X , existe un espacio topológico
compacto de Hausdorff, K , tal que X es isométricamente isomorfo a un
subespacio de C(K ).
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Se dice que un espacio topológico es metrizable si existe una distancia que
induce la topología o, equivalentemente, es homeomorfo a un espacio
métrico.
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Proposición. Sea X un espacio normado.
1 Si X es separable, entonces (BX ∗ ,ω∗) es metrizable y, por tanto, lo
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2 Si X ∗ es separable, entonces (BX ,ω) es metrizable y, por tanto, lo

mismo le pasa a cualquier subconjunto acotado de X .

Teorema de Bolzano–Weierstrass para la topología débil. Toda sucesión
acotada en un espacio normado reflexivo tiene alguna sucesión parcial
débilmente convergente.

Teorema de Bolzano–Weierstrass para la topología débil-*. Toda
sucesión acotada en el dual de un espacio normado separable tiene alguna
sucesión parcial débil-* convergente.
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