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Es decir x* alcanza su norma en By.
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verifica que Ny_; kerf, es un subespacio vectorial no nulo.

Si ahora X es un espacio normado de dimension infinita, todo w-entorno del
origen es de la forma _; {x € X : [fi(x)| < €} y por tanto contiene un subespacio
vectorial no nulo N{_; kerf;.Por tanto, los entornos débiles del origen en un
espacio normado de dimensidn infinita no estan acotados en no rma; en
consecuencia, cuando la dimension de X es infinita, la bola unidad de X no es un
entorno débil de cero y, por tanto, la topologia débil esta estrictamente contenida
en la topologia de la norma.A su vez, los entornos débiles de cada punto, como
se pone de manifiesto en la igualdad (2), son trasladados de entornos débiles del
origen, por lo que, cuando la dimension de X es infinita, todo entorno débil de un
punto contiene una variedad lineal afin que no se reduce a un punto, es decir,
contiene, al menos una recta afin, por lo que dichos entornos débiles no estan
acotados en norma.
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Proposicion. La topologia débil coincide con la topologia de la norma si, y
sélo si, la dimension es finita.
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Proposicién. Sea {xn} una sucesion de puntos de un espacio normado X y
x € X. Se verifica que:
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Proposicién. Sea {xn} una sucesion de puntos de un espacio normado X y
x € X. Se verifica que:
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Proposicién. Sea {xn} una sucesion de puntos de un espacio normado X y
x € X. Se verifica que:

Q (X1} % x si, y sélo si, {f(xn)} —> f(x) para todo f € X*.

Q (xo) hx = [x,} Y x.
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Proposicion. La topologia débil coincide con la topologia de la norma si, y
sélo si, la dimension es finita.

Proposicién. Sea {xn} una sucesion de puntos de un espacio normado X y
x € X. Se verifica que:

Q (X1} % x si, y sélo si, {f(xn)} —> f(x) para todo f € X*.

Q {xn} Wy — {Xn} = X.
© Si {xn} —% x, entonces {x,} esta acotada y ||x|| < liminf {[|Xa]|}.
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Proposicion. La topologia débil coincide con la topologia de la norma si, y
sélo si, la dimension es finita.

Proposicion. Sea {xn} una sucesién de puntos de un espacio normado X y
x € X. Se verifica que:

Q (X1} % x si, y sélo si, {f(xn)} —> f(x) para todo f € X*.

Q {xn} Wy — {Xn} = X.
© Si {xn} —% x, entonces {x,} esta acotada y ||x|| < liminf {[|Xa]|}.

Q Si xa} S xy {fa} Ll f en X*, entonces {fa(xn)} — F(X).

Corolario. En un espacio normado de dimension infinita la topologia débil no
es metrizable.
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Proposicion. La topologia débil coincide con la topologia de la norma si, y
sélo si, la dimension es finita.

Proposicion. Sea {xn} una sucesién de puntos de un espacio normado X y
x € X. Se verifica que:

Q (X1} % x si, y sélo si, {f(xn)} —> f(x) para todo f € X*.
Q ) L x = {xn) L x.

© Si {xn} —% x, entonces {x,} esta acotada y ||x|| < liminf {[|Xa]|}.

Q Si xa} S xy {fa} Ll f en X*, entonces {fa(xn)} — F(X).

Corolario. En un espacio normado de dimension infinita la topologia débil no
es metrizable.

Proposicion. Sea X un espacio normado de dimensién infinita. Entonces se
verifica que: —w
a 53" =By

En consecuencia, la aplicacion x — ||x|| es w-inferiormente semicontinua
pero no es w- continua.
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Teorema de Mazur. Sea X un espacio normado y C un subconjunto convexo
de X. Entonces C es || ||-cerrado si, y sélo si, es w-cerrado. En
consecuencia, para conjuntos convexos, el cierre en norma y el cierre débil
coinciden.
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de X. Entonces C es || ||-cerrado si, y sélo si, es w-cerrado. En
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coinciden.

Proposicién. Sea X un espacio normadoy F C X* tal que X* = Lin(F). Sea
{Xn} una sucesion de puntos de X que esta acotada en normay x € X tal
que Iim {g(x)} = g(x) para todo g € F. Entonces {xn} — X.
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Teorema de Mazur. Sea X un espacio normado y C un subconjunto convexo
de X. Entonces C es || ||-cerrado si, y sélo si, es w-cerrado. En
consecuencia, para conjuntos convexos, el cierre en norma y el cierre débil
coinciden.

Proposicién. Sea X un espacio normadoy F C X* tal que X* = Lin(F). Sea
{Xn} una sucesion de puntos de X que esta acotada en normay x € X tal
que Iim {g(x)} = g(x) para todo g € F. Entonces {xn} — X.

Corolario.

© Sea {x,} una sucesion acotada en cq y sSupongamos que existe x € ¢y
tal que nI|’m xn(k) = x(k) para todo k €N, entonces se verifica que
—»00

{xn} 74
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Teorema de Mazur. Sea X un espacio normado y C un subconjunto convexo
de X. Entonces C es || ||-cerrado si, y sélo si, es w-cerrado. En
consecuencia, para conjuntos convexos, el cierre en norma y el cierre débil
coinciden.

Proposicién. Sea X un espacio normadoy F C X* tal que X* = Lin(F). Sea
{Xn} una sucesion de puntos de X que esta acotada en normay x € X tal
que Iim {g(x)} = g(x) para todo g € F. Entonces {xn} — X.

Corolario.

© Sea {x,} una sucesion acotada en cq y sSupongamos que existe x € ¢y
tal que nI|’m xn(k) = x(k) para todo k €N, entonces se verifica que
—»00

(¢} 7040

© Sea {xn} una sucesion acotada en £y (p > 1) y supongamos que existe
x €/p tal que Ifngoxn(k) = x(k) para todo k €N, entonces se verifica que

{xn} TLRS a(/p /q
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Corolario. Sea 1 < p <oy Q un abierto en RN. Entonces una sucesion {f,}
de funciones de L, (§2) converge débilmente a una funcion f € Lp(Q2) si, y s6lo
si, estd acotada y cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:
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Corolario. Sea 1 < p <oy Q un abierto en RN. Entonces una sucesion {f,}
de funciones de L, (§2) converge débilmente a una funcion f € Lp(Q2) si, y s6lo
si, estd acotada y cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:

a) Para todo intervalo acotado | C , se verifica que
r!.'Hgojfn(x)olx = [t(x)dx.
| |

Corolario. Sea 3 un espacio de Hilberty sea {u; :i €1} una base

ortonormal, entonces {xn} — x si, y s6lo si, {x,} esta acotada y
{(Xn | U))} = (x| u;) paratodoiel.
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Corolario. Sea 1 < p <oy Q un abierto en RN. Entonces una sucesion {f,}
de funciones de L, (§2) converge débilmente a una funcion f € Lp(Q2) si, y s6lo
si, estd acotada y cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:

a) Para todo intervalo acotado | C , se verifica que
r!.'Hgojfn(x)olx = [t(x)dx.
| |

b) Paratoda g €Cqyo(f2) se verifica que nI|’ﬁmmffn(x)g(x)dx = ff(x)g(x)dx .
Q Q

Corolario. Sea 3 un espacio de Hilberty sea {u; :i €1} una base
ortonormal, entonces {Xn} — x si, y s6lo si, {x,} est& acotada y

{(Xn | U))} = (x| u;) paratodoiel.

Sea X un espacio normado y X* su dual. Como todo espacio normado, el
espacio X* tiene su topologia débil, o(X*,X**), que es la topologia inicial en
X* para las formas lineales de su dual X**.
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Corolario. Sea 1 < p <oy Q un abierto en RN. Entonces una sucesion {f,}
de funciones de L, (§2) converge débilmente a una funcion f € Lp(Q2) si, y s6lo
si, estd acotada y cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:
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Corolario. Sea 3 un espacio de Hilberty sea {u; :i €1} una base

ortonormal, entonces {Xn} — x si, y s6lo si, {x,} est& acotada y
{(Xn | U))} = (x| u;) paratodoiel.

Sea X un espacio normado y X* su dual. Como todo espacio normado, el
espacio X* tiene su topologia débil, o(X*,X**), que es la topologia inicial en
X* para las formas lineales de su dual X**.Vamos a considerar ahora en X*
una topologia mas pequefia que es la topologia inicial en X* para las formas
lineales del subespacio Jx (X) C X**, es decir, es la mas pequefia topologia
en X* para la cual las aplicaciones de evaluacion, x* — x*(x) (x* € X*), es
decir las formas lineales que los elementos de X definen en X*, son
continuas;
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Corolario. Sea 1 < p <oy Q un abierto en RN. Entonces una sucesion {f,}
de funciones de L, (§2) converge débilmente a una funcion f € Lp(Q2) si, y s6lo
si, estd acotada y cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:

a) Para todo intervalo acotado | C , se verifica que
r!.'Hgojfn(x)olx = [t(x)dx.
| |

b) Paratoda g €Cqyo(f2) se verifica que nI|’ﬁmmffn(x)g(x)dx = ff(x)g(x)dx .
Q Q

Corolario. Sea 3 un espacio de Hilberty sea {u; :i €1} una base

ortonormal, entonces {Xn} — x si, y s6lo si, {x,} est& acotada y
{(Xn | U))} = (x| u;) paratodoiel.

Sea X un espacio normado y X* su dual. Como todo espacio normado, el
espacio X* tiene su topologia débil, o(X*,X**), que es la topologia inicial en
X* para las formas lineales de su dual X**.Vamos a considerar ahora en X*
una topologia mas pequefia que es la topologia inicial en X* para las formas
lineales del subespacio Jx (X) C X**, es decir, es la mas pequefia topologia
en X* para la cual las aplicaciones de evaluacion, x* — x*(x) (x* € X*), es
decir las formas lineales que los elementos de X definen en X*, son
continuas;dicha topologia se llama topologia débil-* de X* y se representa
por o(X*,X) o w*, y los conceptos referentes a ella suelen indicarse con la
letra w*.
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Una base de entornos de x; € X* en la topologia a(X*,X) esta formada por
los conjuntos de la forma

V(X35 X1, X255 Xn, €) = {X " €X™ 1 X" (%) = %5 (Xi)| <&,1<i<n}= (3)

= [ {X"eX (X" —xg)(x)| < €} =
i=1

n
=x5+ () {xFeX [x*(x)| < €}
i=1

donde € >0,neN, xp,...,Xp €X.
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Una base de entornos de x; € X* en la topologia a(X*,X) esta formada por
los conjuntos de la forma

V(X35 X1, X255 Xn, €) = {X " €X™ 1 X" (%) = %5 (Xi)| <&,1<i<n}= (3)

= [ {X"eX (X" —xg)(x)| < €} =
i=1

n
=x5+ () {xFeX [x*(x)| < €}
i=1
donde € >0,neN, xp,...,Xp €X.

Una subbase de abiertos para la topologia o(X*,X) esta formada por los
semiespacios abiertos {x* € X*: Rex*(x) < a} dondex X y a €R.
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Una base de entornos de x; € X* en la topologia a(X*,X) esta formada por
los conjuntos de la forma

V(X35 X1, X255 Xn, €) = {X " €X™ 1 X" (%) = %5 (Xi)| <&,1<i<n}= (3)

= [ {X"eX (X" —xg)(x)| < €} =
i=1

n
=x5+ () {xFeX [x*(x)| < €}
i=1
donde € >0,neN, xp,...,Xp €X.

Una subbase de abiertos para la topologia o(X*,X) esta formada por los
semiespacios abiertos {x* € X*: Rex*(x) < a} dondex X y a €R.

Proposicion. Sea (Z,7) un espacio topoldgico. Una aplicacion
Y:(Z,7) — (X*,w") es continua si, y solo si, para todo x € X la aplicacion
J(X)oy :(Z,T)— K dada por

B)oyl(z) =[W(2)](x)  vzez

es continua.

Topologias débiles



Proposicion.
© La topologia débil-* es de Hausdorff y las aplicaciones suma y producto
por escalares son w*-continuas, es decir, (X*,g(X*,X)) es un espacio
vectorial topoldgico . En consecuencia, las traslaciones, x* — a* + x*,
y las homotecias, x* — Ax*, (A # 0) son homeomorfismos de (X*, w*).
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© La topologia débil-* es de Hausdorff y las aplicaciones suma y producto
por escalares son w*-continuas, es decir, (X*,g(X*,X)) es un espacio
vectorial topoldgico . En consecuencia, las traslaciones, x* — a* + x*,
y las homotecias, x* — Ax*, (A # 0) son homeomorfismos de (X*, w*).
@ El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es también un
subespacio 0 un convexo.
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vectorial topoldgico . En consecuencia, las traslaciones, x* — a* + x*,
y las homotecias, x* — Ax*, (A # 0) son homeomorfismos de (X*, w*).
@ El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es también un
subespacio 0 un convexo.
En dimensién infinita, todo w*-abierto contiene un subespacio afin no
reducido a un punto y, por tanto, no esta acotado en norma. En
consecuencia, en dimensién infinita, las bolas abiertas no son abiertos para
la topologia débil-*.
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vectorial topoldgico . En consecuencia, las traslaciones, x* — a* + x*,
y las homotecias, x* — Ax*, (A # 0) son homeomorfismos de (X*, w*).
@ El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es también un
subespacio 0 un convexo.
En dimensién infinita, todo w*-abierto contiene un subespacio afin no
reducido a un punto y, por tanto, no esta acotado en norma. En
consecuencia, en dimensién infinita, las bolas abiertas no son abiertos para
la topologia débil-*.

Asi, en todo espacio normado dual tenemos tres topologias: la de la norma,
T) ||, la débil o(X*,X**) y la débil-* o(X*,X), cada una de ellas contenida en
la anterior.
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Proposicion.
© La topologia débil-* es de Hausdorff y las aplicaciones suma y producto
por escalares son w*-continuas, es decir, (X*,g(X*,X)) es un espacio
vectorial topoldgico . En consecuencia, las traslaciones, x* — a* + x*,
y las homotecias, x* — Ax*, (A # 0) son homeomorfismos de (X*, w*).
@ El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es también un
subespacio 0 un convexo.
En dimensién infinita, todo w*-abierto contiene un subespacio afin no
reducido a un punto y, por tanto, no esta acotado en norma. En
consecuencia, en dimensién infinita, las bolas abiertas no son abiertos para
la topologia débil-*.

Asi, en todo espacio normado dual tenemos tres topologias: la de la norma,
T) ||, la débil o(X*,X**) y la débil-* o(X*,X), cada una de ellas contenida en
la anterior.

Proposicion. Sea X un espacio normado. Los Unicos funcionales lineales
f : X* — K w*-continuos son los de la forma Jx (x) con x € X, es decir, los
funcionales de evaluacion sobre X*. En consecuencia, las topologias
o(X*,X)y o(X*,X**) coinciden si, y sélo si, X es reflexivo.
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Proposicion.
© La topologia débil-* es de Hausdorff y las aplicaciones suma y producto
por escalares son w*-continuas, es decir, (X*,g(X*,X)) es un espacio
vectorial topoldgico . En consecuencia, las traslaciones, x* — a* + x*,
y las homotecias, x* — Ax*, (A # 0) son homeomorfismos de (X*, w*).

@ El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es también un
subespacio 0 un convexo.

En dimensién infinita, todo w*-abierto contiene un subespacio afin no
reducido a un punto y, por tanto, no esta acotado en norma. En
consecuencia, en dimensién infinita, las bolas abiertas no son abiertos para
la topologia débil-*.

Asi, en todo espacio normado dual tenemos tres topologias: la de la norma,
T) ||, la débil o(X*,X**) y la débil-* o(X*,X), cada una de ellas contenida en
la anterior.

Proposicion. Sea X un espacio normado. Los Unicos funcionales lineales
f : X* — K w*-continuos son los de la forma Jx (x) con x € X, es decir, los
funcionales de evaluacion sobre X*. En consecuencia, las topologias
o(X*,X)y o(X*,X**) coinciden si, y sélo si, X es reflexivo.

En consecuencia, la topologia de la norma, la topologia débil y la topologia
débil* coinciden si, y sélo si, el espacio es de dimension finita.

Topologias débiles



Proposicion. Sea {x;;} una sucesion de puntos en el dual X* de un espacio
normado X y x* € X*. Se verifica que:

Q (x} W x* si, y solo si, {x;(x)} — x*(x) paratodo x € X.
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Proposicion. Sea {x;;} una sucesion de puntos en el dual X* de un espacio
normado X y x* € X*. Se verifica que:

Q (x} W x* si, y solo si, {x;(x)} — x*(x) paratodo x € X.

@ Siel espacio X es de Banachy {x;} W', x*, entonces {Xs} esta
acotada en normay [|x*|| < liminf {|x;|}.
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Proposicion. Sea {x;;} una sucesion de puntos en el dual X* de un espacio
normado X y x* € X*. Se verifica que:
Q (x} W x* si, y solo si, {x;(x)} — x*(x) paratodo x € X.
@ Siel espacio X es de Banachy {x;} W', x*, entonces {Xs} esta
acotada en normay [|x*|| < liminf {|x;|}.

Teorema de separacion de convexos para la topologia débil-* .Sea X un
espacio normado, A C X* un conjunto no vacio, w*-cerrado y convexo, y
X € X*\ A. Entonces existe x € X tal que

sup{Rea*(x):a" €A} < Rexj(X) 4

Proposicion. Sea X un espacio normado de dimensién infinita. Entonces se
verifica que:

—w*
Sx* = Bx*
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@ Siel espacio X es de Banachy {x;} W', x*, entonces {Xs} esta
acotada en normay [|x*|| < liminf {|x;|}.

Teorema de separacion de convexos para la topologia débil-* .Sea X un
espacio normado, A C X* un conjunto no vacio, w*-cerrado y convexo, y
X € X*\ A. Entonces existe x € X tal que

sup{Rea*(x):a" €A} < Rexj(X) 4

Proposicion. Sea X un espacio normado de dimensién infinita. Entonces se
verifica que:
w*
Sx* = Bx*
En consecuencia, la aplicacion x* — ||x*|| es w*-inferiormente semicontinua
pero no es wx-continua.
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Sea X un conjunto cualquiera no vacio, y sea {Yx : x € X} una familia de

conjuntos no vacios. El producto cartesiano de dicha familia se representa

por |'!< Yx Y es el conjunto de todas las aplicacionesf : X — U Yy tales que
xeX

f(x)eYyx paratodo x € X.
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© Sea {x,} una sucesion acotada en /. y SUPONGamos que existe X & fo
tal que I|’m xn(k) = x(k) para todo k €N, entonces se verifica que

{xn}
@ Sea {x,} una sucesion acotada en £, y supongamos que existe x € {1
tal que nI|’m xn(k) = x(k) para todo k €N, entonces se verifica que
—»00

0([oo [1

{Xn} o(ago)

Sea X un conjunto cualquiera no vacio, y sea {Yx : x € X} una familia de

conjuntos no vacios. El producto cartesiano de dicha familia se representa

por |'!< Yx Y es el conjunto de todas las aplicacionesf : X — U Yy tales que
xeX

f(x) €Yy paratodo x € X.Para cada x € X se define la aplicacion

T : |'| Yx — Yx por i (f) =f(x) para todaf e |'| Yx.Tales aplicaciones

xeX xeX
reciben el nombre de “proyecciones”.
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Supongamos ahora que cada Yx es un espacio topoldgico (Yx,7Tx). En tal
caso se define la topologia producto en |_| Yx como la topologia inicial

xeX
para la familia de funciones {7% : x € X }, es decir, es la méas pequefia

topologia en |_| Yx que hace continuas a las proyecciones.
xeX
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Supongamos ahora que cada Yx es un espacio topoldgico (Yx,7Tx). En tal
caso se define la topologia producto en |_| Yx como la topologia inicial

xeX
para la familia de funciones {7% : x € X }, es decir, es la méas pequefia
topologia en |_| Yx que hace continuas a las proyecciones.
xeX

Una base de dicha topologia esta formada por los conjuntos de la forma

) m(Ux) = ﬂ{fe HYX:f(x)eUx}, Ux€Bx y J C X, Jfinito

xed xed xeX

donde By es una base de Ty.

Teorema de Tychonoff. El producto de una familia de espacios topolégicos
compactos con la topologia producto es un espacio topolégico compacto.

Nos interesa el caso particular en que para todo x € X se tiene que Yy =K,
en cuyo caso el producto [Tyex Yx = KX son todas las funciones de X en K,
y una base de entornos abiertos de un punto fy e KX la forman los conjuntos

de la forma
n

U (fo, X1, Xz, -, Xn,€) = ) {f KX [f(x) —fo(x)| < s} ()
i=1

donde € > 0, X1,Xz,...,X, Son elementos de X y neN.
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Supongamos ahora que X es un espacio normado. Los elementos de X* son
funciones de X en K, por lo que X* c KX y (X*,a(X*,X)) es un subespacio
topolégico de KX con la topologia producto, pues una base de w*-entornos
abiertos de un punto x; € X* esta formada por los conjuntos

n
V(%G X1, X2, Xn, €) = [ {X"€XT 1 [x"(x) = x5 (xi)| < €} =
i=1

D:s

{f KX 1 [f(x) — x5 (x)| < e}ﬂx* =

i=1
U(X07X17X27 Xl’hg)mx*
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Como para todo funcional f € Bx+ se tiene que |f(x)| < ||x|| para todo x € X, si
notamos Dy = {A €K : |A| < ||x||}, los funcionales f € Bx~ son elementos del
producto |'| Dy, esto es By« C |'!< Dy.
Xe

xeX
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Supongamos ahora que X es un espacio normado. Los elementos de X* son
funciones de X en K, por lo que X* c KX y (X*,a(X*,X)) es un subespacio
topolégico de KX con la topologia producto, pues una base de w*-entornos
abiertos de un punto x; € X* esta formada por los conjuntos

n
V(Xg,X1,%2, - Xn, €) = [ {X" X" [x"(xi) =5 (%) < €} =
i=1

n

-N {f KX 1 [f(x) — x5 (x)| < e}ﬂx* =
i=1

=U(Xg,X1,X2,...,Xn, E)NX"

Como para todo funcional f € Bx+ se tiene que |f(x)| < ||x|| para todo x € X, si
notamos Dy = {A €K : |A| < ||x||}, los funcionales f € Bx~ son elementos del
producto |'| Dy, esto es By« C |'!< Dy .Por supuesto |'| Dy c KX. Como los

xeX Xe xeX
Dy son compactos, el teorema de Tychonoff nos dice que |_| Dy es un

xeX

compacto en el espacio topoldgico producto KX. Ya esta todo preparado
para el siguiente resultado, uno de los mas utiles del Analisis Funcional.
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Teorema de Banach — Alaoglu. La bola cerrada unidad del dual de un
espacio normado es w*-compacta. Como consecuencia, todo subconjunto

del dual de un espacio normado que sea w*-cerrado y acotado en norma es
w*-compacto.
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J(Sx) es denso en By para la topologia o(X**,X*).

Teorema de Dieudonné. Un espacio normado es reflexivo si, y solo si, su
bola unidad es débilmente compacta. En consecuencia, cualquier conjunto
w-cerrado y acotado en norma de un espacio reflexivo es w-compacto.

Corolario. Dado un espacio normado X, existe un espacio topolégico
compacto de Hausdorff, K, tal que X es isométricamente isomorfo a un
subespacio de C(K).
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Se dice que un espacio topolégico es metrizable si existe una distancia que
induce la topologia o, equivalentemente, es homeomorfo a un espacio
métrico.
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Teorema de Bolzano—\Weierstrass para la topologia débil. Toda sucesién
acotada en un espacio normado reflexivo tiene alguna sucesion parcial
débilmente convergente.

Teorema de Bolzano—Weierstrass para la topologia débil-*. Toda
sucesion acotada en el dual de un espacio normado separable tiene alguna
sucesion parcial débil-* convergente.
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